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1 DESCRIZIONE DEL PROBLEMA

Consideriamo un problema di convezione forzata, i@mimento ad una lastra piana di
lunghezza L con temperatura uniformg, Tambita da una corrente fluida (,UTw, Pw)
parallela alla lastra stessa. Supponendo chetta lalsbia una profondita B sufficientemente
grande si possono ritenere bidimensionali i camp@mperatura e di velocita del fluido.
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Le grandezze che da un punto di vista ingegnesisigultano essere piu interessanti da
determinare sono la potenza termica scambiataatiaskra e d il fluido in moto che la
bagna, quando i due sono a differente temperatula,forza frenante che la latra esercita
sulla corrente fluida

1.1 Potenza termica e numero di Nusselt

La potenza termica scambiata attraverso |'area esiéemeBdX € esprimibile attraverso la
legge di Newton come:

dQ=a(X)(T.-T) Bdx=a( ¥(T-]J) d
dove a(X) e il coefficiente locale di scambio termico cortivet Dunque la potenza termica
complessivamente scambiata tra parete e fluidoi@apa

Q=[a(X)(T.-T,) Bax=( T~ T)[a( ¥ d&

1 _
=(T.-T.) A{Kjam dAj:a AT- D
A
Cona :% j a(X)dA coefficiente di scambio termico convettivo medio
A

E’evidente che per valutare la potenza termica mwecconoscere punto per punto il
coefficiente di scambio termico convettivo. A taleopo si ricorre all'ipotesi di aderenza,
ossia all'ipotesi che il fluido ad immediato combaton la lastra sia fermo, sotto la quale si
puo ritenere che lo scambio termico, limitatameatk strato fermo, avvenga per
conduzione e quindi si puo scrivere:

d0=-kBdx2"

Y=0",X
dove k e la conducibilita termica del fluido.
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Confrontando le due espressioni della potenza tarelementare si ha:

—k O_T
Tw -T, aYY:0+,X

a(X)=

Quest'ultima espressione mostra come per determiaroefficiente di scambio termico
convettivo occorra conoscere la distribuzione digeratura nello strato fluido in prossimita
della parete solida, distribuzione di temperatura € legata alla distribuzione di velocita
delle equazioni dei bilanci della quantita di metdell’energia.
Assumendo le seguenti variabili adimensionali
T-T X Y
{t=——w X=— y=—
T, -T, L L

il coefficiente di scambio termico convettivo sigpscrivere come:

N a(x)Lza_j
+ k 6 i+
y=0",x

y=0",x

a(x) :fa_y

ed e possibile individuare il gruppo:

a(X)L _ ot

Kk oy

Nu(x) =

y=0",x

che prende il nome diumero di NusselSe si conosce il campo di temperatifxay) si puo
quindi determinare il numero di Nusselt, noto ilatp si puo facilmente calcolare il
coefficiente di scambio termico medio e quindi tagmza termica scambiata:

N_u:a_L:c_y:—Nu k

1.2 Forza frenante e coefficiente d’attrito

La forza scambiata attraverso I'area elemerabée esprimibile ancora mediante una
legge di Newton:

dF(X) =7, (X) BdX
con.
ouU

Tw(x)=,UW

Y=0",X

dovey e la viscosita dinamica del fluido, funzione daldo e del suo stato termodinamico,
e misura della resistenza al moto. Dunque la firem@ante complessiva é:

F :Irw(x)de:irw(X) dA= /E%[\TW( b d}ﬁW !
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Anche il calcolo della forza frenante richiede gliila conoscenza del campo di velocita del
fluido in prossimita della parete.
Si definisceCoefficiente d'attrito localé gruppo adimensionale:

r,(X) _ 4 au|

C (X): =
° PUZ pUZ AY |, o

Noto Gy(X) si puo ricavare facilmente la forza frenante:

F=7,A  T,=C,pU’

w

con:

_ 1k
CD:IICD(X)dX
0

2 EQUAZIONI DEI BILANCI

Si riportano le equazioni dei bilanci di massaJlalguantita di moto e dell’energia nelle
seguenti ipotesi:

» caso stazionario

= moto incompressibile

= moto bidimensionale

= proprieta costanti

» dissipazione viscosa trascurabile
» forze di massa trascurabili

U, +V, =0
p(UUx +VUY) :_PX+IU(UXX+UYY)
'O(UVX +VVY) - R/"'/J(Vxx"' VYY)
PC(UTX +V-|:() = k( Tt T(Y)

Nellipotesi di proprieta costanip e i non dipendono dalla temperatufaper questo i
campi di moto e di temperatura non risultano ac@ipQuindi si puo risolvere per primo |l
campo di moto:
U, +V, =0
p(UUx +VUY) =P +/J(Uxx+ UYY)
p(UVx +VVY) =" R(+ﬂ(vxx+ VYY)

e poi usare i risultati ottenuti per risolveregimzione dell’energia e quindi ricavare il
campo di temperatura:

po(UT, +VT) = K T+ T)
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3 EQUAZIONI DELLO STRATO LIMITE

3.1 Strato limite dinamico

Adimensionalizziamo le equazioni dei bilanci chepermettono di ricavare il campo di
moto,

U, +V, =0
p(UU, +VU,)=~P, + (U, +U,,)
p(UVx +VVY) == F\)("',u(vxx+ VYY)

,nel’ambito della regione di strato limite dinamjcscegliendo le seguenti variabili
adimensionali:

Y U \% P
X=— y:Z u=— vV=—0 p=

] . v, L3R

dove Vj; eA, altezza dimensionale di strato limite dinamiama due grandezze incognite
che ci proponiamo di stimare durante il processssst di adimensionalizzazione.
Procedendo con l'adimensionalizzazione e con liandi scala, sotto l'ipotesi di snellezza
dello strato limite dinamica<<L), si trova :

con Re:U‘”L, numero di Reynolds Vir ==

1
vRe vV ' A

mentre le equazioni particolarizzate nella regidngrato limite dinamico sono:

u, +v, =0

uu, + vy, = U, R
P, =0
p,=0

Si ricava che la pressione si mantiene costant&rieapvalore iniziale, cioé alla pressione
del fluido prima esso incontri la lastra, quindinné piu un’incognita e scompare dalle
equazioni, che diventano solo:

u,+v, =0

Uy, + vy, =y,
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3.2 Strato limite termico

Adimensionalizziamo I'equazione del bilancio datkéggia, che ci permette di ricavare il
campo di temperatura,

po(UT, +VT)= Ty + T,)

utilizzando le_stesse variabddimensionali utilizzate per il campo di velocican aggiunta
della temperatura:

X Y T-T, U Vv
X=— y=— t= u=—— vV=——0o
L A T, - T, U, V.
r.r
& Fegione di sfrafo imife fermico
U Toop
—
‘ﬂi"
—
Ty U
I :

In particolare poniamo attenzione al fatto di aagdimensionalizzato, anche in questo caso,
la Y rispetto all’altezza di strato limite dinamidg e non rispetto a quella di strato limite
termico Ay, pur riferendoci alla regione di strato limite rteco, poiché € necessario
utilizzare le stesse variabili impiegate per rigavka velocita se si vuole utilizzare la sua
espressine nell’equazione del bilancio dell’enepgaottenere la temperatura.

Procedendo con 'adimensionalizzazione dell'equazidell’energia si ricava:

1
Ut VG =

r

Con Pr:K, numero di Prandtl viscosita dinamica fa:L diffusivita termica. Notiamo
a pC

che il numero di Prandtl dipende solo dalle carstiehe fisiche del fluido, diversamente
dal numero di Reynolds, che dipende anche dallacital del fluido e dalla geometria del
problema.
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4 SOLUZIONI APPROSSIMATE: METODO INTEGRALE

Il metodo integrale permette di ricercare ur
soluzione approssimata di un’equazior : 'Tm
differenziale, ordinaria o alle derivate parzial
imponendo che essa sia soddisfatta n
localmente ma solo lungo una data direzior
L’equazione integrale si ricava integrando dyi
equazioni differenziali lungo una data variabil
ad esempio la variabile y, in questo modo
passa da un volume di controllo elementare di
dimensioni dx,dy ad uno di dimensioni ebx,

4.1 Equazione integrale per il campo di velocita

Integrando lungo y I'equazione del bilancio dellzagtita di moto nella regione di strato
limite dinamico ricavata in precedenza, servendot) scopo, anche del bilancio di massa

u,+v, =0

uu + vy, =y,
si ricava I'equazione integrale:

2 [utx (1= ux y) o

y=0,Xx

Attraverso la variabile di similituding, definita come:
Y YA oy
AX) A AX) (X

/7:

con J9(x) = altezza adimensionale di strato limite dinamicqossibile passare dalle

A(X)
A

due variabilix, yall'unica variabiles7 : u=u(x,y)=u(#). In termini di variabile di similitudine
I'equazione integrale diventa:

0 ()T =
2 Juna-up) =yl

Una volta scelto un determinato profilo di velocitd=f(;) l'integrale e la derivata che
compaiono nell’equazione integrale, visto che lazfane dipende dall’unica variabile di
similitudine, sono costanti che indichiamo rispatinente con A e B:

00

A= tm)(1-fe)dy

0
g = df(m)
dn =0

-7 -
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Si ha quindi :
95
ox 2

1
5(x)=CO& conC = ,/2—i

Tornando alle variabili dimensionali si puo scrigrer

A=B

ed integrando:

AX)_ C
X Re,

La conoscenza dell’altezza dimensionale di stiatdd dinamico permette di determinare il
coefficiente d’attrito locale. Esprimendo ancheakfficiente d’attrito in termini diy si ha:

U __ M U, du
pUmaYYo>< pU; A(X)0/7
__ v KB: Vv X B= B X
U_A(X) X U, XA(X) Re, A(X)

Co(X) =

Sostituendo I'espressione precedente si trova:

B R 1 B
Co(X) =2 Vce* =
X

Re, C

4.2 Equazione inteqgrale per il campo di temperatura

Integrando lungo y l'equazione del bilancio delBegia nella regione di strato limite
termico ricavata in precedenza, servendosi, atgig anche del bilancio di massa

utx+vty:it

Pr Y

si ricava I'equazione integrale:
—ju(x, (1= 1% y) dy=— ;\y o

Introduciamo anche in questo caso una variabigndilitudine definita come:

T
AX) A D(X) (9

-8-
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altezza adimensionale di strato limite termico.

con & (x) :%

La variabile di similitudine ci permette di passdale due variabili x,y all'unica variabile

N t=t(xy)=t(n7). Al fine di effettuare l'integrale a primo membro likBguazione e

necessario esprimere ancheai(g) in funzione dinr, per far cio cerchiamo il legame fra la

variabile 7 e la variabilery.

Y Y LAY
A (X)) AX) B(X)

Ui np

avendo assunto costante il rapporpo= AA((>;)), sulla base un’analisi di scala delle

.
equazioni, che fornisce il rapporto tra le altedzestrato limite come funzione del solo
numero di Prandtl.Si ha quindi:

u=u(n) = ur./ p
Riscrivendo I'equazione integrale in termini ded@a ;¢ si ha:

0 FHMNT _ _1
PV {u(m/p)(l t0))dr =0,

;=0
Possiamo scegliere per la temperatura lo stessibopsoelto per la velocita:

u=f(7) t=f(7)

la funzionef € dunque unica, varia solo la variabile indipenédgrio significa che la
sagoma del profilo di velocita e la stessa di guedl profilo di temperatura.
Una volta scelti i profili I'integrale a primo memtrisulta dipendere solo dal paramatro

00

AP =]t P(L- ;) dry

0

mentre la derivata a secondo membro & una costreenell’'ipotesi di scegliere lo stesso
profilo per la velocita e la temperatura, ha losstevalore di quella trovata per lo strato
limite dinamico:

_df ()
Br dl]T =0
Si ha quindi:
OGN p =B
ox 2 A(P) Pr

ed integrando:

i 1 _[2m
5 - P) g P’ “Al'A () Dy
{(9=CPrp)X con C(Prp)= T

-9-
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Note le altezze adimensionali di strato limite dimeo e termico si pud ricavare la
dipendenza funzionale del paramgtro

5 _AX) A _ A(X) _
500 A A(X) B(X)

p

Sostituendo le espressioni ricavate p¥k) e Jr(x) si ricava che il parametro p €
indipendente dalla variabibe come avevamo in precedenza ipotizzato, ed € darzdel
solo numero di Prandtl, proprio come ci aveva forfianalisi di scala:

1

0= (%) _ CcoR _ /Af(p)EIPr:>
o7 (X) A

C, (Pr, p)D¢

_ _ /A(p)EPr
p=p(Pr)= A

L'ultima relazione e di particolare importanza pe¥cci consente di caratterizzare la
dipendenza funzionale @i dal numero di Prandtl. Attestato chee funzione diPr si puo
concludere che anche il termi@g(Pr,p) € in realta funzione solo i, quindi:

_ _ | 2B
C; (Pr,p)=G (Pn)= A (p(PT)PT

5,09 = C,(Pr)X

e Si puo scrivere:

Tornando alle variabili dimensionali :

A (X) _ &(Pn)

X Re

La conoscenza dell’altezza dimensionale di striatid termico permette di determinare il
numero di Nusselt localesprimendo il coefficiente di scambio termico iméi dit e 777
si trova:

-10 -
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Sostituendo I'espressione trovata pAé%:

_ k /Re,
a(X) = X E'Cr(—Pr)EBr

Si definisceNumero di Nusselt localégruppo:

_a(X)iX _ X B = B, JRe,

Nu,
kK 5,0 GE

Si vede come il numero di Nusselt locale sia funeiadel numero di Reynolds locale e del
numero di Prandtl:

Nu, = Nu, (Re_,Pj

Noti Br e C(Pr) si puo ricavare il numero di Nusselt locale e duideterminare il
coefficiente di scambio termico locale come:

k N
a(x):TL&

a questo punto e agevole calcolare la potenza darrscambiata fra fluido e lastra,
attraverso il coefficiente di scambio termico medio

c‘r=%{a(X)dA

Q=aAT,-T)

Noto il coefficiente di scambio termico convettiwgedio si puo anche calcolare il numero
di Nusselt medio:

-11 -
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5 SOLUZIONE APPROSSIMATA CON PROFILO POLINOMIALE

5.1 Campo di velocita

a+bn+cn*+dn’ per0<sn<i
u(7) =
1 pern>1

Per determinare i coefficienti a,b,c,d in modo dhprofilo fornito risulti il piu aderente
possibile al problema in esame, consideriamo l¢tiqueondizioni:

1) Condizione di aderenza

unz=0=0 = a=0

2) Recupero del valore unitario pgrl

un=0)=1 = a+b+c+d=1

3) Condizione di regione indisturbata

u=cost Unpn=21
in particolare penp=1:
u(P=)=0 = b+2c+3d=0

4) Bilancio della quantita di moto lungo x, valutatoyi=0

u(x,0) t, (x,0) + v(x,0) th, (x,0) = u,, (x,0)
Per la condizione di aderenza:
u(x,0) =v(x,0) =0
ne consegue:
u,(x0=0 = u@=0)=0
u@n=0=0 = 2c=0

Osserviamo che la 2) e la 3) sono delle approssimabasate sulla conoscenza
“pittorica”del profilo di velocita, la 4) € una infmazione aggiuntiva che sarebbe gia
valida se il profilo di velocita fosse quello esatmentre la 1) € una condizione al
contorno vara e propria.Otteniamo cosi il sisteina@are che ci permette di calcolare i
guattro coefficienti:

a=0

a=0 b_3

a+b+c+d=1 "o
-

b+2c+3d=0 c=0

2c=0 g=_1

2

-12 -
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Quindi la componente orizzontale della velocitatadialla funzione:

%Eﬁs—nz) per0<p<1
u(7) =
1 pern >1
1.5 T T T T
77 | | | |
1 S AR A R LR
] B AR I T R L
|:llil III.I2 I:I.I4 III.IE III.IB “; H,(??)

Assegnato il profilo di velocitd possiamo calcolale costanti che compaiono
nell'equazione integrale:

A:]zu(l— u) mzlgms—nz)tﬁl—%ms—nz)} d7+I O D=
:j(§0—103—9/72+§f74——1f76jdf7 =( “n7-—n - 3L 7)1:
27 27 4" 2" 4 U 12'7 d T 28 ,
_3.1.9,3_1_ 39

4 8 12 10 28 280

o=l 3er) )

C=,/E :‘/@24.641.
A 13

3
2

n=0

-13-
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A questo punto ricaviamo l'espressione dell’altedizstrato limite dinamico come:

1 1
O(xX) = C¢ =4.641K 0(x): Altezza adimensionale di strato limite dinamico

1
AX)__C 4.6410Re 2 A(X): Altezza dimensionale di strato limite dinamico
X JRe,

La conoscenza dell'altezza dello strato limite dii@ ci permette di determinare |l
coefficiente d’attrito locale £XX):

X df _ 1 B_ 1
A(X) d/7 \/ReXC JRe

3
C,(X)=R 32 -
4.641

2

Cy(X)=0.323 Rg?| Coefficiente d'attrito locale

Il coefficiente d’attrito risulta proporzionaleal—, qguindi decresce lungo la direzione del
x 2

moto:
1
Co(X)=0323 Rg? = 0.328— 0 —
UEXE X2

Possiamo inoltre ricavare il coefficiente d’attrittedio che risulta pari al doppio di quello
locale calcolato irX=L:

— _17B_ 1 _
_ficD(X)dX_fIOED\/@ j dX=

°°0x2

1
B —0O/—] 2L2 ZEED 2[—!—[—!—
LE(D U, EL C VRe

Confrontando I'espressione ottenuta per il coedfitgé d’attrito locale con quello medio si
trova:

Co =2G, (X)), ,

— 2 1
G =20.323Ré = 0.646 R Coefficiente d’attrito medio

-14 -
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5.2 Campo di temperatura
Assumendo per la temperatura lo stesso profil@delocita, si definisce:

”—Zttﬂs—qf) per0<n, <1

() =
1 per, >1
1.5 T T T T
T | | | |
) SR A A R R
3 SRR R S T LI -
0 i i i i i
o 0.z 0.4 0.6 0.a 1 f(??r)

Per risolvere I'equazione integrale riferita altoago limite termico € necessario esprimere
entrambe le funzionil et rispetto alla stessa variabilg, quindi ricorriamo alla relazione

n = , conp=cost per riscrivere la funziong(s) in termini diz;:
p

n, nt

— 13- ero< <
g /p)=

u(p /p)=1 pern, >p

Notiamo che mentre la funziorteraggiunge il valore unitario pef=1 la funzioneu lo
raggiunge per=p, valore che pud essere minore, maggiore o uguBimitd. A questo
punto possiamo calcolare le costanti che compametiiequazione integrale per il campo di
temperatura.

- 15 -
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Per quanto riguarda la derivata a secondo membsyoi calcolo non presenta nessuna
difficolta in quanto non compare il paramefro

N o

BT = U‘(/7-|— =0)= [%[qs_/hz) +,7_£[q_2,7T)}

=0

L’integrale a primo membro ha anch’esso un valarstante, che dipende pero da quello
assunto dal parametpo

NCH| u(%j a-t0) o,

Nel calcolare questo valore esaminiamo due casintljsp>>1 e p<<l. In realta, come
abbiamo visto e come mostreremo ancora, il paranpedrfunzione del numero di Prandtl;
il numerodi Prandtl dipende unicamente dalle caratteristasieluido ed in particolare alla
sua attitudine a trasferire meglio energia terroicpantita di moto:
pr=Y
a
Per un fluido che trasferisca molto meglio energiio forma di quantita di moto piuttosto
che sotto forma di calore, come i liquidi, si ha:
v>a = Pr>1

Per fluidi di questo tipo ci si aspetta uno striwaite dinamico molto piu alto di quello
termico, proprio perché il flusso di quantita ditmé maggiore di quello di energia termica,
in altre parole lo strato di fluido rallentato (ocalerato) dalla lastra risulta maggiore di
guello riscaldato (o raffreddato).Ci si aspettandui

AX)>A (X) = p>1

Il contrario si puo dire per quei fluidi che traséeano meglio energia termica che quantita
di moto, come i metalli liquidi, per i quali:
a>rv = Pr«l

e per i quali ci si aspetta uno strato limite tenmolto piu alto di quello dinamico, ossia
uno strato di fluido riscaldato (o raffreddato) lddbstra maggiore di quello rallentato (o
accelerato).Ci si aspetta quindi:

A (X)>A(X) = pxl

In effetti, dalle relazionip=p(Pr) che troveremo in seguito si evinceranno proprio le
relazioni descritte in precedenza, cioe:

p>1 < Pr>»1
pxl - Prxl

Quindi, riferendoci, in maniera piu corretta, alnmero di Prandtl, i casi che andremo ad
esaminare sono:
Pr>1 e Pr«1
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Caso Pr>>1
La funzioneu raggiunge il valore unitario ad un'altezgg=p molto maggiore di quella cui
lo raggiunge la funzionk 7+ =1, come si puo osservare anche dalla figura sottastant

R

L’integrale si pud scomporre in tre parti:
0 1 2
- _ _ [/ _1 A
A(p)—iu(m/ p L t(nt))d7t—£2—pEE3 thﬁl EEQi% /75)) dy, +
[ /5 r
+|o-013-—5 |[1-1dy + | 101 L)d,
{Zpté pzj jp

Vediamo che gli ultimi due addendi sono nulli, egkenulle le funzioni integrande, quindi:

h t t2 t 2 i T 9 2 T _
St S it

1

_1 3,72 1,74__3,73+ 3,75+_3,75_ 1/77 —
2p| 277 4p?T 277 10027 107 147 T

0
_1(3 1 _ 3,3 . 3 1]_
2pl2 4p? 2 1007 10 147

3 1
= 1-
ZOpEE 14p2j

217 -




Tesina di Trasmissione del Calore

D’altra parte, essendw>>1, il termine 141 =~ puo essere trascurato, e si ha:
P

-3
A(p =200

Sostituendo le relazioni ottenute nell'espressidin@(Pr,p) si ha:

_ | 2B, _ [20p
Cr(Pr’p)_\/Ar(p)ElPr_\/ Pr

Ricaviamo ora la dipendenza funzionalg@diaPr:

p(Pr):\/%(p) :\/Pﬂiﬂ):\/ﬂrgiél

3

2 4

2 (Pr)=, | P2
= p?(Pr) 13

Wl

= p(Pr)=(PE1—gj = 1.025]I513r

Trovata la relazionp=p(Pr) possiamo sostituirla nell’espressioneéCg{Pr,p) e ricavare la

relazioneC+(Pr):
20 = =
C,(Pr)= FE1.0251Pir: 4.528 Pt
r

Noto C(Pr) si puo ricavare I'altezza di strato limite termico

1

1 11
S, (X) =C, (Pr)x = 4.528 Pré x a(x): Altezza adimensionale di strato limite termico

A(X) _Ci(Pr) _ 4528 PFé R@—% 4(X):Altezza dimensionale di strato limite termico

X JRe

e quindi il numero di Nusselt locale:
R 11 11
Nu, = B> =BVRe& 3 1 (poper- 033mmr Re
A.(X) C.(Pr) 2 4528

1 1

Nu, =0.3310PFIRé Numero di Nusselt locale
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Dal numero di Nusselt calcoliamo il coefficientesdambio termico convettivo locale

1
KENY, —?[ﬂ) 331DP? Ré| Coefficiente di scambio termico convettivo leca

a(X) =

Noto a(X) si ricava facilmente il suo valore medio, cheisiaktra essere pari al doppio del
valore locale calcolato p&t=L.:

a——j (x)dx__J-kENLg( _1} kOB \/Rex KB [JRe
5 G (Pr) X LEQ(Pr X

- LEDF(Pr)\/ij‘ - L[(L:r (Pr)\/i( )=

0 Xz
_ ,k BRe
L@T(Pr) |_ C, (Pr)
Considerando che :
kNu, _ k B, Rey,

e X

e confrontando le due espressioni si trova:

a=20(X),_,
Per cui :

a = 0.662j<E OPP Reé| Coefficiente di scambio termico convettivo medio

A questo punto e possibile calcolare il numero ds$&lt medio, anch’esso, come ovvia
conseguenza di quanto dimostrato per il coeffiei@htscambio termico, pari al doppio del
valore locale calcolato p&f=L:

N_u_%_zm(xﬂ L—ZDNL;(|

1 1 1 1

Nu=2[0.331P? Ré= 0.662Pr R Numero di Nusselt medio
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Caso Pr<<i1
La funzioneu raggiunge il valore unitario ad un’altezzg=p minore di quella cui lo
raggiunge la funziong 7=1.

Hr

Scomponendo lintegrale in tre parti si ha:

A(B)=[wn/ - 1) 0, =j%tﬁ3—%ijtﬁl—%t@3—nﬁ)j )+

d 101-2 3= i, + J (- 1)y

Essendgo<<1 il primo dei tre integrali, quello calcolato ftae p, puo essere trascurato
rispetto agli altri, d’altra parte l'ultimo intedearisulta nullo perché é nulla la funzione
integranda, quindi si ha:

A (D)= j(l—”—T(s 7)o - ( S oo -

23 4:|-:|l 3 23 4
= - —+ — = O & —
[m Mgty =g PHP 4P

p

1
8
Tenendo ancora conto chpx<l la precedente espressione si puo semplificarecom

AR ==
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Risulta quindi che l'integrale si puo ritenere ipeindente dal parametpo Cio semplifica la
procedura perché non € piu necessario sostituireldaionep(Pr) nell’espressione dC
dato che questo risulta gia espresso solo in termin

g !

Zi = E = 2.8281Pr?
A (Or) [Pr Pr

Noto C(Pr) si puo ricavare I'altezza di strato limite termico

1 BE!
S, (X) =C, (Pr)x¢ = 2.828 Pr? x? a(x): Altezza adimensionale di strato limite termico

A(X) _Cr(Pr) _ 5 828 PF% R@-% A(X):Altezza dimensionale di strato limite termico
X JRe,

e quindi il numero di Nusselt locale:

B./R 11 11
X __B2VR& 35 1 pepez= 0530Pr Re
A(X) CPr) 2 2828

Nu, = B

1 1

Nu, =0.5300P¢fJRé Numero di Nusselt locale

Dal numero di Nusselt calcoliamo il coefficientesdambio termico convettivo locale :

11
a(X) :kENTUX :?kE(D.SSODP? Ré Coefficiente di scambio termico convettoaale

Noto a(X) si ricava facilmente il suo valore medio che snatra essere pari al doppio del
valore locale calcolato p&t=L.:

1 1
a=2(X),_, =1.060ﬁ<[ [Pt [JR& Coefficiente di scambio termico convettivo medio

A questo punto é possibile calcolare il numero dsdelt medio, anch’esso, pari al doppio
del locale calcolato pef=L:

— 11 1
NUZ%ZZENLHX:LZZED.53OP? Ré= 1.060Pr R Numero di Nusselt medio

1
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Come gia sottolineato in precedenza, in questo c&sD e stato necessario ricavare la
relazione p=p(Pr) per determinare il coefficiente di scambio termed il numero di
Nusselt; la ricaviamo ora perché utile per sucgesssservazioni:

p(Pr): /%OQ) = ,Plﬂ?’é%:\/ Pil12.69:

1
= p(Pr)=1.6411P¢

Osserviamo che esaminando i due casi abbiamo tréegeguenti relazioni tiae Pr:

1
p<l = p(Pr)=1.6411P%t

1
p>1 = p(Pr)=1.025%]F%

Resta quindi dimostrato quanto avevamo suppogtoeicedenza e cioe I'esistenza di un
forte legame fra e Pr ,che traducono la stessa condizione fisica:

p>1 < Pr>»1
pl <« Prxl
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6 SOLUZIONI APPROSSIMATE CON PROFILO SINUSOIDALE

6.1 Campo di velocita

Sir(ﬂj per 0<p<l

u(7)= 2
1 per n>1
1.5 T T T T
g i i i i
) A A A L
) S s I R L Lo
0 : : : i i
u} 0.2 0.4 0.6 0.g 1 1{,(??)

Il profilo scelto rispetta gia le condizioni didarenza” al problema

1) Condizione di aderenza

u(7 =0)= Sin0)= 0

2) Recupero del valore unitario pgrl:

—n=cid 7T|=
u(q—l)—Slr(zj 1

3) Condizione di regione indisturbata

u=cos Un=21

in particolare per1: u=1 :7—27C05(7—27j =0
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4) Bilancio della quantita di moto lungo x, valutatoyi=0:

u(x,0) t, (x,0) +v(x,0) th, (x,0) = u,, (x,0)
per la condizione di aderenza:
u(x,0) =v(x,0) =0
ne consegue
u,(x0=0 = u"(n=0)=0
che risulta verificata:

u'(7=0)= —% Sin(0)= 0

Calcoliamo la costanti che compaiono nell'equazioiegrale del campo di moto:

C= /2E = ,/ﬁ =4.79¢
A 4-7T
Possiamo quindi determinare le relazioni dellezakedi strato limite dinamico:

1 1
I(X)=C® =4.795 JX): Altezza adimensionale di strato limite dinamic

1
A(XX) = \/: 4.7950Re 2 A(X): Altezza dimensionale di strato limite dinamico
&
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La conoscenza dell’altezza dello strato limite di@ ci permette di determinare |l
coefficiente d’attrito locale £X) :

_ /2

X du
A(X) dr|,_

Co(X) =Re,

C,(X)=0.328 Re;y2 Coefficiente d'attrito locale

Il coefficiente d’attrito risulta proporzionaleal—, quindi decresce lungo la direzione del
x 2

moto:
1
! V2
C,(X)=0.328 Rg? = 0.328—— [
U2Xx?2

1
X2

Possiamo inoltre ricavare il coefficiente d'attriteedio, ricordando che risulta uguale al
doppio del locale calcolato X=L (come ricavato in precedenza):

_ A 1
G ZZCDquzL =2x0.328Re = 0.656R&  Coefficiente d'attrito medio
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6.2 Campo di temperatura
Assumendo fra e 7, la stessa dipendenza funzionale assegnatag@grponiamo:

sin(ﬂj per 0<p <1
t(rp) = 2
1 per n,>1
1.5 T T T T
I e e e e
| E— AN S A L
) e S R LR L
0 i i i i i
u] 0.z 0.4 0.6 0.g 1 i(ﬁi")

Esprimiamo anche la velocita in funzionergliricordando che&y=n/p, si ricava:

A 7T
Sin—| per 0<snp<p
u(7/p)= {ij

1 per 7. >p

Possiamo quindi calcolare le costanti che compar@ibequazione integrale per lo strato

limite termico.
— ] —_ — ,7t
=t(n, =0)=| Lcod 1~
B, =t'(7,=0) (2 { ZD

Come e noto, per il calcolo dell'integrale presemteprimo membro dell’equazione
distinguiamo due casi in relazione al rapporto l&aaltezze di strato limite dinamico e
termico:

/i

2

7=0

PrlePr>1
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Caso Pr>>1

L'altezza di strato limite dinamico risulta maggaii quella di strato limite termico, infatti
la velocita recupera il valore unitariojgep>>1, mentre la temperatura lo recuperg=l.:

R

Scomponiamo l'integrale in tre parti:
A(P) = [ ! B(1-t7y)) dpr =
0

) s 2 i ] {2 o ¢

o

Gli ultimi due integrali sono nulli essendo nukeflnzioni integrande per cui:

e N1 i T o ) L T 1T -
Af(p)—!;sm(z—pj(l su-( 5 Dd/]T— su{ ijdfyT {sn{ ijD5|6 2]d7T

O =y
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Effettuando un cambio di variabile, assumenmto—, I'integrale si puo scrivere come:
n

ﬁmo{mj {’mj
g :_2 1——2

_ 2.
Ar(n)_ﬂn ! 1, m 1-rf
n2

p>1= n=1<<1
p

Poichén<<1 possiamo approssimare il coseno con la sua seht&ad Laurin arrestata al

termine del secondo ordine:
2
n«<l= co{@j =1 n
2 8

per cui la costantA diviene:

2 2 2,2
1_772n 1_nz_1+772n mn’_ o
Af(n :i 1- 8 :_2 8 :_2 —8
m 1-nr? 7 1-rf an  1-rf

D’altra parte:
n<l=1l-n=1

_2(mn*_ L\ _2n[m
22

Quindi:

8 i 8

Ritornando al parametim

Af(p):i(i—lj:%

P

Sostituendo le relazioni ottenute nell'espressidin@(Pr,p) si ha:

_ | 2B, _ | nlp
Cr(Pr’p)_\/Ar(p)[Pr_\/O.MQ]Pr
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Ricaviamo ora la dipendenza funzional@diaPr:

o(Pr)= \/PrAf(p) \/Pﬂﬁgg— \/Phlog
p 4-rm

3 1 1 1 1

= p2(Pr)=1.0920P¢ = p (Pry 1.091 Pr

1
= p(Pr)=1.0291P%

Trovata la relazion@=p(Pr) possiamo sostituirla nell’espressioneGi{Pr,p) e ricavare la

relazioneC+(Pr):
2 1
c.(pr)= | [TR029PF _ ) oreipps
0.149Pr 0.1491 Pr

Noto C(Pr) si puo ricavare I'altezza di strato limite termico

1 11

J.(X) = C, (Pr)x2 = 4.658 Pr® 2 J(x): Altezza adimensionale di strato limite termico
A(X) _Ci(Pr) _ 4.658 PFé R@—% (X):Altezza dimensionale di strato limite termico
X JrRe

e quindi il numero di Nusselt locale:

Re : 2
X _ByR& 71 pigez=0337iPr RE

N = aAT(X) C,(Pr) =2 4.658

1 1

Nu, =0.3370PfCRe Numero di Nusselt locale

A questo punto e possibile calcolare il numero ds$elt medio, pari al doppio del locale
calcolato peiX=L:

— 7 11
Nu:% =2[Nuy,_, =0.674P¢ Re Numero di Nusselt medio

- 29 -



Tesina di Trasmissione del Calore

Caso Pr<<1

L'altezza di strato limite dinamico risulta minadequella di strato limite termico, infatti, la
velocita recupera il valore unitario ad un’altepzap<<1, mentre la temperatura lo recupera
all'altezzan=1:

??J" I I I I — 1
—u
[ S
L
0 . . . .
u} 0.z 0.4 0.6 0.8 1

Scomponendo lintegrale in tre parti:

A(p)= ju(m/p)tal 7)) o, = jsv{ pjtﬁl SIE”tZ Dw

+IK1—SmV%:}Wt+£1HL-DdL

Essendgp<<1 il primo dei tre integrali, quello calcolato ffae p, pud essere trascurato
rispetto agli altri, d’altra parte l'ultimo intedearisulta nullo perché é nulla la funzione
integranda, quindi si ha:

=] 2o, = -2 cod ] = 1 p-2 |

Poichép<<1 possiamo approssimare il coseno con la sua seMad-Laurin arrestata al

termine del secondo ordine:
2
pkl= co{Mj = 1_772_p
2 8

—1- -2
A(p=1-p ”+ﬂﬁ
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D’altra parte:

p<l = 1-p=1 pzir—g:—E
T
Quindi:
2 _m-2
A(p=1-=="5

T T

Abbiamo trovato che lintegrale si puo ritenere ipmhdente dal parametrp. Cio
semplifica la procedura perché non € piu necessadastituire la relazionep(Pr)
nell'espressione dC; dato che risulta gia espresso solo in terfimi

_/ 2B _/ /N -
C(Pr )= ACR) (P = (71— 2) Br 2.940Q1Pr

Noto C(Pr) si puo ricavare l'altezza di strato bieniermico :

1 BE
J,(X) = C(Pr)»x? = 2.940 Pr? x? a(x): Altezza adimensionale di strato limite termico

1

_é 1 . . . . - - .
~2.940Pr? Re? 4:(X):Altezza dimensionale di strato limite termico

A(X) _ C(PY)
X Re,

e quindi il numero di Nusselt locale:

B./Re 1o 1
X . x =73 1 prRe2= 0.534PF Rg

Nu, = B =
A (X) C(Pr) 2 2.940

1 1

Nu, =0.5340P¢[IRé Numero di Nusselt locale

Dal numero di Nusselt calcoliamo il coefficientesdambio termico convettivo locale

11
a(X) :kENTuX :?kE(D.534DP? Ré| Coefficiente di scambio termico convettivaalec
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Noto a(X) si ricava facilmente il suo valore medio che snotra essere pari al doppio del
valore locale calcolato p&t=L.:

1 1
a= 2@7(X)|><=L :1'068% [Pt UR& Coefficiente di scambio termico convettivo medio

A questo punto é possibile calcolare il numero ds$elt medio, anch’esso, pari al doppio
del locale calcolato pef=L:

— 7 11
Nu:% =2[Nu/,_, =1.068P? Re Numero di Nusselt medio

Ricerchiamo la relazion@=p(Pr), che non ci & servita in precedenza poi€hé& gia
espresso solo in termini del sdbo:

p(Pr)= \/%W :\/Pﬂm =/ P12.66(

1
— p(Pr)=1.63TIP¢

Anche in questo caso, come ormai ci aspettiantopsa uno stretto legame fpee Pr:

1
p<l = p(Pr)=1.631IPt

1
p>1 = p(Pr)=1.0291P%

quindi resta ancora dimostrato che:

p>1 < Pr»1
p«l < Prxl
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7 SOLUZIONI ESATTE

7.1_Campo di velocita
Facciamo ancora riferimento alle equazioni adinarai :

u,+v, =0
uu, + vy = u,
con:
_X _Y _u _V L
X=— y=— u=—o V=——
L A U, U, A

Anche in questo caso vogliamo individuare waaiabile di similitudineche riesca ad
accorpare la dipendenza dae y e grazie alla quale le equazioni alle derivatezipér
diventino ordinarie.Gia in precedenza, nell’ambitel metodo integrale abbiamo trovato
una dipendenza fraey, infatti, avevamo definito:

Y po=Y
5(x) Ta®X

ed avevamo trovato le dipendenze funzionali:
3(x) O/x 5 (x) O/x

Quindi, in conformita a quanto trovato col metoategrale, assumiamo ora la seguente
variabile di similitudine:

,7:

xl<

—

che si puo porre anche in altra forma, infat
1

oy _Y_I2_ Y LY Y
H—T—ZGT—TG——TB/R_e—Y\/ RQ(
B xz xepe X2|2
Esprimendo il bilancio della quantita di moto imnténi di /7 ed assumendo per comodita di
calcolo:

u(7) = £(7)
si giunge alla relazione:

- L ey
v(x,/7)—2&(f(f7)f7 f(7))

edall’equazione di Blasius:

-

rwn+§fww"my=o
f(7=0)=0
fi(7=0)=0
£ @) =0

\

Si é posto per semplicitf0)=0, mentre le altre due condizioni derivano delleataristiche
richieste al profilo di velocita. Si puo vedere @raffettivamente la velocita risulti
dipendere solo dalla variabilg mentre cid non avviene per la velocitall problema e
ordinario ma non lineare quindi puo essere risedio per via numerica.
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Integrazione dell’equazione di Blasius

L’integrazione numerica € complicata dal fatto dem@ una condizione al contorno per
n — co. Non potendo integrare numericamente fino ad doreanfinito scegliamo un valore
N=Nma< e (ad esempio/na=10) e, stante il previsto andamento della solwion
approssimiamo la condizione al contorno

f(0)=1
con la condizione

F(7ma)=1
lllustriamo due metodi di integrazione dell’equamai Blasius.
1°METODO
Il problema fornisce le condizioni al contorno:
f(0)=0 f'(0)=0

che sostituite nell’equazione differenziale ne f®cono un’altra:
m l n m
f (0)+E f (0)f"(0)= 0= f"(0)=0

L’equazione di Blasius si puo risolvere con unacprura iterativa assegnando alla derivata
seconda in/=0 un valore di tentativo e variando tale valore dmb non si abbia
dall'integrazione numericd'(10)= 1= f'().

Il ciclo di iterazioni si puo ridurre ad uno soldtraverso una tecnica di ricerca della

condizione iniziale sulla derivata seconda cheasiabsull'osservazione che I'equazione di
Blasius e le sue condizioni al contorno sono irardririspetto alla trasformazione:

99
f(n) =22
D=7 a1 da
7 a7’ b dZ
b
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Risolviamo numericamente il problema rispett@(@) con una condizione iniziale sulla
derivata seconda arbitraria, per esempio pari ad un

— — Zinax
z.,=10 N=
o h

9=0 g,=0 g¢g,=1 g¢g,=0
For i=0 to i=N-1

g.=9¢g+dglh
g, =g+dh
gI’:—l = g"+ g"’D]
m l n
On= _Etgﬂ Eg+1
End

Supponiamo di ottenere dall'integrazione numergl0)=a.
Dalla trasformazione della funzione si ricava:

n " 1
9'0)=1 = f (O):F

gao)=a = f'(10b):bi‘2

Approssimandd («) =1= f (1)si ha :

bi‘2:1:>b:al’2 = f"(0)=a

_3
2

Quindi basta un’unica iterazione sufjger trovare il corretto valore della derivata set
3

a zero affinché risulti f'(«) =1= f'(10a 2). Nota la condizione iniziale sulla derivata
seconda si puo integrare numericamente:

N lw

f,.=0 f,=0 f,=a2 f, =0

77
=10 N = mx
”max h

Fori=0toi=N
fa=f +hi [h
fl=1f +f'h
fi+l" — fi" + fl m [ﬂ’]

m 1 I't
fi+1 :_Egiﬂ[fiﬂ
End

(h= passo d’integrazione ; N=numero di intervalli)
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2°METODO

Poniamo I'equazione di Blasius nella seguente forma

1
f 2
Integrando rispetto g si ha:

1% 1%
In f :—§£f<:m+cl = f"=C Ex —Elfdn

Integrando ancora:
n 1 n
f'=[CExg-=[fdy|dn+C,
0 2 0
Dalla condizione al contornd’(;7 =0) = 0 si ricavaC,=0, quindi:

ClEx;{—1
2

Dalla condizione al contorno, invece, si ricava:

f'=

O —3
O 3

f dn]dn

1

TEx;{—ﬂ f dqjdq
0

0

C =

Integrando Id’:
nn 1 n
f=[[CExg~-=[fdn|dy+C,
00 2 0
Dalla condizione al contornd (7 = 0) = 0si ricavaC;=0, quindi:
nn 1 Ui
f(7) = [[C.Ex —Ejqu dr
00 0
Sostituendo I'espressione trovata @grpossiamo scrivere, infine:

Exr{—; fdnjdndn

TEX;{—;} f qudq

0 0

O3
o t—=
ot—38

) =

-36 -



Tesina di Trasmissione del Calore

Assumendo l'ipotesi introdotta all’'inizio:

1

= Mmax 1 n
I Ex;{—z j f dnjdn
0

0

Decidiamo di utilizzare la regola dei trapezi pertégrazione numerica, ed una procedura
iterativa del seguente tipo:

1.
2.
3.

9.

Scegliama)max, Il NUMero dei passi d’integrazione N ed un cigteli convergenza;
Calcoliamo I'ampiezza del passo d’integrazi@mg=nma/N;
Fissiamon,=0 e calcoliama,;=n;+An per i=1...N;

I I I I I
l’]1:0 n2 r]N+l:r]max

Diamo un valore di tentativo iniziale ai valoyi,&d esempiog#$n; peri=1...N+1,
cioé un andamento lineare della velocita;

i
Calcoliamog, :jqu i=1...N+1;
0
Calcoliamoh, = Exr{—%gij I=1...N+1;

1T
Calcoliamo p, = jhdq i=1...N+1;
0

Calcoliamo G:
1 1

”max pN 1
+

Calcoliamofine,=C1G;

10. Controlliamo la convergenza:

Se[l-—"¥<g i=1,...N+1

poniamb=f.. e calcoliamof =C,h f =C,p,
altrimenti
poniamaf;=fi,e € torniamo al passo 5.
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7.2 Campo di temperatura

Noto il campo di velocita dall'integrazione delli@agione di Blasius possiamo ricercare il
campo di temperatura dall’equazione del bilancibeteergia:

1
Ut VG =

con:
T(X,Y)-
t(x' y) :M .
T.-Ty
Anche in questo caso introduciamo la variabileidiilgudine n:% nella speranza che
X

essa ci permetta di passare da due ad una soddieri =t(x, y) - t=1t(7).
Esprimendo I'equazione dell’energia in terminidsi giunge all’equazione di Polhausen:

1, 1 o
Frt (/7)+§f(/7)t (m=0
t(0) =0
t(0) =1

Si vede che la temperatutadipende effettivamente solo dalla variabije oltre che dal
parametrd®r, numero di Prandtl.

Integrazione dell’equazione di Polhausen

Risolta I'equazione di Blasius si possono impiegaisultati trovati per ricercare il campo
di temperatura mediante l'integrazione dell’'equagiai Polhausen. Anche in questo caso
I'integrazione numerica € complicata dal fatto der@ una condizione al contorno per
n — co. Non potendo integrare numericamente fino ad darganfinito scegliamo lo stesso
Nmax Utilizzato nell'integrazione dell’equazione di Bias e, stante il previsto andamento
della soluzione, approssimiamo la condizione at@oro

t(e0)=1
con la condizione
t(7may=1.

Nonostante la complicazione, questa volta non éessio fornire nessun valore di
tentativo poiché le condizioni mancanti si possdedvare con l'ausilio dell’equazione di
Blasius. lllustriamo due metodi di integrazionel'dgluazione di Polhausen.

- 38 -



Tesina di Trasmissione del Calore

1°METODO
Poniamo I'equazione di Polhausen nella seguentador

v__Pry
t' 2
Integrando rispetto & si ha:

Int':—irj]'fd/ﬁc — t'(7) = C,Ex —ﬂ]lfd -
2 2 Y 2 2] n

7 Pr’7
t(7) =C, [ Exg -— [ f d dn+C,
0 2 0
Dalla condizione al contorng0)=0 si ricava G=0. Dall’equazione di Blasius:
.I:un 7
f=2 = [fdp=-2Inf"+C
0
Sostituendo nell’espressionet(y) e t'(7):

t(n) = CZE Exp{—%r(— 2In f "+C)jd/7

t'(n) =C, Exp{—%r(—ZIn f "+C)j

Inglobando il termind&xp(-CPr/2)nella costant€, si puo scrivere:

t(n) = c2£ Exp(—%r(— 2In f ")jd/] = Czi(f " dn

t'(n) = CZEXF{—%(—ZIn f ")j =C,(f")™

Dalla condizione tf)=1 si ricava :
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Quindi:

Come abbiamo gia detto all'inizio, si puo appross@et(/=/Jmay=21, per cui, noti i valori
i, 1=1....N+1, dalla risoluzione dell’equazione dieBius, possiamo determinare i valori :

T(f )"dn

t_ :0—
Nmax
[(£)"dn
0

con un unico ciclo d’integrazione numerica, ad ggermediante la regola dei trapezi.

-40 -



Tesina di Trasmissione del Calore

2°METODO
L’equazione di Polhausen é fornita della condiziesuka temperatura per=0,
t(0)=0

ma manca della stessa condizione sulla derivatamap8empre con |'approssimazione
t(/7= Nmay=1, possiamo ricavare tale condizione dalla relaztooeata in precedenza:

Inoltre, noto chd(0)=0, dall'equazione stessa si ricava:

"(0) = —%r £ (O) '(0)= C

Sulla base di queste condizioni al contorno si puiégrare I'equazione con un solo ciclo
dello stesso tipo utilizzato nel 1° metodo per liagjone di Blasius :

t,=0 ti=k =0

1
=10 N ="m=
,7max h

Fori=Otoi=N

=t +t
o=t +th
Pr

ti"+1 = _E Efi +1 |:ﬂ’+1

End
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7.3 Risultati dell'integrazione numerica

L’integrazione numerica dell’equazione di Blasiosnisce il seguente profilo di velocita:

Profilo “master” di velocita

10 T T T T
n I : : :
) - - L ]
: : : :
1 1 1 1
= Fe— - - Fe— - - - — U
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
N Lo - Lo - U U U
1 1 1 1
: : : :
e b GREEEEEEEEEEEEEEEEERET EEEEEEEES
: : : :
) S Fmmmm e m A S S S
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
- N L e e e e e e - — L e e e e e e - — d o e e e e R d o e e e e m ]
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
e I Lo [ S o DD
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
) N R e T L -
: : : :
L[ SRR . S S S SR —
; : : :
1 1 1 1
] 1 1 1 1
_ 1
0 0.z 0.4 0.6 0.8 1 u(r,.‘r)—f (;?)

Poiché la soluzione esatta prevede che il valaisturbato venga recuperato all’infinito si
rende necessaria la definizione di un’altezza comemale.Si definisce altezza di strato
limite quella per cui il profilo di velocita recugeil 99% del valore attinto nella zona
indisturbata, e, dall’integrazione numerica si &ov

3(x)

u(n’ ==—=2) =4.92)= 0.9¢
(7 I ) )

o(X) 3

—==4.92 = O K)=4.92Z¥%?

Ix x)

Si ha quindi:
1

I(X) =4.92[x2 Altezza adimensionale di strato limite dinamico
AX) _ 4.92 Altezza dimensionale di strato limite dinamico

X Re,
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Altro risultato particolarmente importante delldusione integrale € il valore della derivata
seconda di, perché consente di ricavare il valore del coeffitaed’attrito.

f "(0)= 0.332

Riscrivendo il coefficiente d’attrito in termini die diz si trova:

00

f"(0)
,OUS prz Y |Y=o*,x ) Uj X on 7=0 JRe,
JRe,

T (X ouU v U ou
CD(X): w( ): /'l | —

e sostituendo il valore fornito dall'integrazionerpa derivata seconda:

!
C,(X)=0.332Rg?| Coefficiente d’attrito locale

_ !
C, =2C,(X)|,., =0.664Re?|  Coefficiente d'attrito medio

L’integrazione numerica dell’equazione di Polhaugamisce, invece, i seguenti profili di
temperatura per vari valori del numero di Prandtl:

Profili master di temperatura
10

(R N N [ ——

Fr=01
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Per Pr=1 il profilo di velocita e quello di temptna coincidono, infatti le equazioni
risultano analoghe. Si vede come per Pr>1 la viglaeicuperi il valore unitario prima della
temperatura mentre per Pr<1 il profilo di temperattecupera il valore unitario prima di
guello della velocita.

L’integrazione numerica fornisce pePr>0.5 dei risultati che possono essere ben

approssimati con I'espressione:
1

t'(0,Pr) = 0.332Pr3 Pr>0.5

come si puo vedere dal confronto grafico con lliptéazione dei dati dell’integrazione
numerica dell’equazione di Polhausen.

0.75
£'(0,Pr)
0.7+
0.65 |
0.6 L
0.55 |

0.5t

0.45

0.34

0.3k

0.25 I I I 1 I 1 I I I
0 1 . ) 4 5 & 7 & o Py 10

D’altra parte per Pr<<1 si puo ricavare un’espa@ssianalitica della temperatura e della sua
derivata. Per Pr<<1, infatti, I'altezza di straitoite dinamico e trascurabile rispetto a quella
di strato limite termico, quindi & lecito assumetee in tutto lo strato limite termico il
profilo di velocita sia piatto, cioé che la vel@citecuperi immediatamente il valore
indisturbato:

u="f'{7)=1
ed integrando :

fm=n
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L’equazione di Polhausen diventa allora:
1 1
_tll +_ 1 - 0
or 1) M @)

ed e integrabile per via numerica.
t" Pr f Pr
= n=t'=Cexp ——n? |=>t= exp-— Z | dz+
o= 1 ,{ 4nj G exp-— j G

t(7=0)=0=C,=0

Effettuando il cambio di variabile

2
Z=——s
Pr
_ _ AJpr
== S—/]T
I'integrale diventa:
7 -
2C, ¢ CNm| 2 ¢
t=—"-2 | exp|-s°)ds=—= — | exg-8)ds=
o | oRs)as T | eds)
:C1\/7_TErf VP
JPr 2
cm JPr
t(n - ©0)=1l=>21—=1=C, =—
N e
Quindi in conclusione:
t(n, Pr)= Erf (’7?]

e si puo calcolare la derivata gdO:
1
t'(0, Pr)= /%r = 0.564 Pt
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Possiamo quindi ricavare il numero di Nusselt peraambi i casi, infatti si ha:

Lo
a(x):mzki(ﬂ] _ JRe at
T,-T, Y\ T - T )yeor X 07|,y
a(X) X ot
Nu, = =,/Re, —
X k on|,

Sostituendo i valori trovati per la derivata a zdetla temperatura:

1 1

Nu, =0.332PF Ré Pe

1 1

Nu, =0.564P? Ré Pe

Ricaviamo, infine, i numeri di Nusselt medi:

1 1

Nu=0.664P? Ré Pr

1 1

Nu=1.128P¢ Ré Prc
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8 CONFRONTI

Profili di velocita

—— Blasius

velocita

Altezza adimensionale di strato limite dinamico

A\ T T T T T T T T T

\ | | | | | | | | |

\ | | | | | | | | |

\ | | | | | | | |

A\t | | | | | | | |
Lo oNNI\ LUV __d____L___]

Y | | | | | | | |

\ | | | | | | | |

\I | | | | | | | |

\ I I I I I | | |

1\ | | | | | | | |
|

1\ | | | | | | | |

[ | | | | | | | |

N | | | | | | |

| \ | | | | | | | |

| \ \! | | | | | | |
——-—-—-F-=xX —— k- — 4 - ——— b ———H—— - — - ——H——— = — — —

| \ I | | | | | | |

| \ | | | | | | |

| N\ | | | | | | |

| 1\ | | | | | | |
NN\

T 17X I T T i T i T

I N I I I I I I

| | A\ | | | | | |

| | \ | | | | | |

| | A\ | | | | | |
B SN Ny I B N SN B

| | 1\ | | | | | |

| | 1\ | | | | | |

| | | | | | | | |

| | | | | | | | |

| | | | | | | |
(N B L ___L___a____v___

| | | N | | | | |

| | | I\ | | | | |

| | | 1\ | | | | |

| | | 1N\ | | | | |

| | | AN | | | | |
=--- B e i e e A S

| | | \\J | | | |

| % | | // | | | |

1 = | | | | | | |

] — | | ,// | | | |

|8 €5 | | N | | | |
L __ 1= "= AN\ - - — - ______4

non ) Ao [ T T N\N T | T

| | | | | | |

| | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | N | |

| | | ! | ) | !
[~ i T J\\\\\,\\\\,\\\\\,\\\/f\\\\,\\\\ﬂ\\\\

| | | | | | [I\N | |

| | | | | | | AN |

| | | | | | | N |

| | | | | | | | |

I I I I I I I I
o] < Lo ™ Lo N Lo — Lo
< (92 N — o

alwi| orens

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.1
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Andamento dello sforzo tangenziale

Erroresul Co

N N | N
o | |
x|
< |©|©
C645
©|Q|©
olo|o
T |la | |«
Z [Sax | x| Tax
%RRR
N[ M| 0O
™M AN | N
olo|o
i) Qo
5 .m.m
A o |o |9
| |8
& 15 |E
w |od |»

Profilo

Polinomiale

Sinusoidale

0z10JS

% [0 |
||
o |92 |m
Se— | |=
Zlo 0o
< <
QDN
©|©|©
— O |o|Oo
N
N
X o e e
=X [=QX |=@x
| x|
Mo |mm |™
X == (o= (o=
MPPP
N[~
(R EVYEEY)
O |0 |Oo
N N | N
0 |=0 [0
r x| x
N N | N
D [oe= [ [
Zlo oo
0 | O |0
AN [ © | ©
119 |9
— - ||
V
Vv
j—
o Sax | ax |cax
¥ | x| x
N | | N
Uxﬂ.lwrﬂr
ND.D.D.
< Q|
O M m
0 |0 |0
o |O |Oo
o Q |o
5 2|8
et g |2
Qo (S |Q
E |
Q@ = |2
0w |o |.E
w a |n
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Erroresul Nu
Profilo Pr«1 Pr>1
i i 0, 0,
Polinomiale 1_1.060= 0.0€ 6% B 0.662= 0.00% 0.3%
1.128 0.664
i i 0, 0,
Sinusoidale 1_1.068: 0.05 5% 1- 0.664: 0.01 1%
1.128 0.674
9 ESEMPIO
Y
T.=295K  T,=325K 4
o " U T2
— = _ 7
ﬁ. F Q w
- S - | / -
Gl |

Consideriamo due diversi fluidi: aria a pressiotmasferica ed olio per motori.
Le grandezze termodinamiche dei fluidi vanno caltmhlla temperatura di film:

T, =1e* T o319k
2
k p c M
W/mK kg/m’® J/kgK kg/ms
Olio SAE50 0.1435 877 1950 250010%
Mercurio 8.34 13.510° 140 1.510°
Olio SAE 50
Us.=5m/s L=0.5m B=3m A=1.5m

U 6 i _U,.L _ . v .

y="—=28510° nf & Re= = 8.116(<510° moto laminare) Pr=—=339¢
Yo v a

a :% =0.08410° ¥ & Re?¥?=10.66110° Pr'®=15.02
PJ? =21925NnY Re'? = 93.8:
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Profilo C, 7, =C,poU? F=7,A
N/m? N
Esatto 7.08010° 155.27 232.85
Polinomiale 6.89(10° 151.0¢ 226.58
Sinusoidale 6.9910° 153.2¢ 229.8¢
Profilo Nu ad=Nu(k/ L) |Q=alART
W/m?K W
Esatto 936.2 268.7 12091.5
Polinomiale 933.4 267.9 12055.5
Sinusoidale 950.3 272.7 12271.5
Mercurio
U.=0.1 m/s L=0.05m B=3m A=0.15m
v=H-01110° M¢  Re="=t- 45106(<500° moto laminare)  Pr=Y = 0.02
o a
a=L=4.4DL06 nt ReY? = 4.7110° Pr/2 = 0.15¢
0oC
pJ 2 =135 Nm? Re'? = 212.1:
Profilo C, 7, =C,pU> F=7,A
N/m? N
Esatto 3.12r10° 421.310° 63.2(10°
Polinomiale 3.0310° 409.910° 61.5(10°
Sinusoidale 3.0810° 416.2(10° 62.4[10°
Profilo Nu d=Nu(k/ ) |Q=alART
W/m?K W
Esatto 37.79 6.30010 28.4110
Polinomiale 35.51 5.92(16 26.65 16
Sinusoidale 35.78 5.97(16G 26.86 16
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APPENDICE

Listato del programma in linguaggio MATLAB® utiliato per [lintegrazione numerica
dell’equazione di Blasius con ricerca della comzha iniziale sulla derivata seconda mediante
trasformazione(1°METODO).

%Risoluzione numerica dell'equazione di Blasius
%con ricerca del valore iniziale della derivata sec onda
%mediante trasformazione della funzione f
%
etamax=10; %Limite superiore
h=0.001, %Intervallo dintergrazione
N=etamax/h;  %N=Numero di intervalli
%N+1=Numero di punti
%Ricerca condizione iniziale sulla f2
9(1)=0;91(1)=0;92(1)=1;93(1)=0;
for i=1:N,
g(i+1)=g(i)+h*g1(i);
g1(i+1)=gl()+h*g2(i);
g2(i+1)=g2(i)+h*g3(i);
g3(i+1)=-0.5*g(i+1)*g2(i+1);
end
a=g1(N+1);
%-----Blasius-----%
f2(1)=an(-3/2);
f(1)=0;f1(1)=0;f3(1)=0;
eta(1)=0;
for i=1:N,
f(i+21)=f(i)+h*f1(i);
f1(i+21)=f1(i)+h*f2(i);
f2(i+1)=f2(i)+h*f3(i);
f3(i+1)=-0.5*f(i+1)*f2(i+1);
eta(i+1)=eta(i)+h;
end
Si e indicato con f3 la derivata terza di f, conad2lerivata seconda e con f1 la derivata prima.
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Listato del programma in linguaggio MATLAB® utiliaro per I'integrazione numerica
dell’equazione di Blasius mediante la regola dgpézi (1°METODO).
%%%%%%%% SOLUZIONE NUMERICA DI BLASIUS %%%%
%%%%%%%% DATI %%%%%%%
etamax=10; %Limite superiore
delta=0.001; %Intervallo d'integrazione
N=etamax/delta; %N=Numero di intervalli
%N+1=Numero di punti
erroremax=10"(-6); %Soglia dell'errore
%%% Vettore della variabile indipendente
eta(1)=0;
for i=1:N
eta(i+1)=eta(i)+delta;
end
%tentativo iniziale
for I=1:N+1
f(i)=eta(i);
end
%----Blasius------ %
errore=1,;
while (errore>erroremax)
for I=1:N+1
g(i)=int_trapezi(delta,f,i);
h(i)=exp(-0.5.*9(i));
end
for i=1:N+1
p(i)=int_trapezi(delta,h,i);
end
for i=1:N+1
g(i)=int_trapezi(delta,p,i);
end
C=1/p(N+1);
for I=1:N+1
fnew(i)=C.*q(i);
end
%% Controllo dell'errore
errore=0;
for i=2:N+1
temp=abs(1-fnew(i)/f(i));
if (temp>errore)
errore=temp;
end
end
f=fnew;
end %--fine ciclo while ---%
for i=1:N+1
f2(i)=C.*h(i);
f1(1)=C.*p(i);
end
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Listato della funzione in linguaggio MATLAB® utilzato per I'integrazione numerica
dell’equazione di Polhausen mediante la regoldrdpezi (1°METODO) .

La funzione riceve in ingresso il vettore 2 prddalalla soluzione numerica dell’equazione
di Blasius, cioe il vettore che contiene i valoélld derivata seconda della funziohees
restituisce il vettore t della temperatura adimenaie.

function [t]=Polhausen(Pr,f2,h)
f2t=f2.7Pr;
B=int_trapezi(h,f2t,length(f2t));
for i=1:length(f2t),
r(i)=int_trapezi(delta,f2t,i);

end

t=r./B;

t1=f2t./B;

Listato della funzione in linguaggio MATLAB® utilzato per I'integrazione numerica
dell’equazione di Polhausen con ricerca della ciode sulla derivata prima mediante la regola dei
trapezi (2°METODO).
function [t]=polhausen2(Pr,f,f2,h)
f2t=f2."Pr;
B=int_trapezi(h,f2t,length(f2t));
t(1)=0;
t1(1)=f2t(1)./B;
t2(1)=0;
for i=1:length(f2t)-1,
t(i+2)=t(i)+h*t1(i);
t1(i+21)=t1(i)+h*t2(i);
t2(i+1)=-(Pr/2)*f(i+1)*t1(i+1);
end

Funzione d’integrazione numerica mediante la redeldrapezi impiegata dalle precedenti routine
%%%%% FUNZIONE CHE INTEGRA UNA SERIE DI VALORI

%%%%% MEDIANTE LA REGOLA DEI TRAPEZI

% delta =passo d'integrazione

% f =vettore dei valori da integrare

% | =limite superiore d'integrazione

%intg =risultato dell'integrazione

function [intg]=int_trapezi(delta,f,!)

somma=0;
if  (I==1)
intg=0;
else
for i=2:1-1
somma=somma-+f(i);
end

somma=somma-+((f(1)+f(1))/2);
intg=somma.*delta;
end
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